PC2 - DS N°8 - Un corrigé de la version E3A

1 et et et —e”t ch(t
Rappelons que, pour tout réel ¢, on a ch(t) = % et sh(t) = — On peut alors écrire eE ) =1+e 2
b 2
sh(?
et eE ) =1—e" 2. On constate que chacune des fractions tend vers 1 lorsque ¢ tend vers 400, de sorte que :
2
t t
e e
ht) ~ = ht) ~ <=
ch(?) t—+oo 2 ° (t) t—+oo 2

2
Les deux fonctions g; et go sont dérivables sur ]0,4o0o[ en tant que quotients de fonctions dérivables dont le
dénominateur ne s’annule pas, et on obtient, pour tout ¢ > 0 :

/ —sh(t) sh(t) — tch(t)
91(t) = — ez
ch(¢) sh”(t)
La fonction g; est donc décroissante sur ]0,+oo[. Par ailleurs, la fonction ¥ : ¢ — sh(t) — tch(t) a pour dérivée
t — —tsh(t) qui est négative sur ]0, +oo[. La fonction ¥ est donc décroissante sur |0, 4+o00[ et puisque ¥(0) = 0, on

peut affirmer que ¥ est négative sur ]0, +o00[. La fonction gy est donc décroissante sur |0, +oo[. Les limites de g; en 0
et en +oo s’obtiennent facilement. Enfin, ’équivalent classique sh(t) o t permet d’affirmer que g, tend vers 1 en 0,
—

ga(t) =

et go tend vers 0 en 400 par croissances comparées. En résumé :

t 0 +o00 t 0 +o00

—_
—_

g1 g2

3.a
Soit n € N. La fonction t — t"e™¢ est continue sur [0, +-oo[. L’intégrale I,, est donc uniquement impropre en

1
+00.Onate! o © <t2 ), donc, par comparaisons d’intégrales de fonctions positives, on peut dire que 'intégrale
——+o0

+oo
/ t"e " tdt est convergente. Finalement :
1

+oo
E%ur tout n € N, 'intégrale I,, = / t"e~tdt est convergente]
0

3.b
Soit n € N. Les fonctions u : t s t"*1 et v : ¢ > —e ™! sont de classe C! sur [0, +00], et la limite . 115_11 u(t)v(t) =
— T 00
0 rend légitime une intégration par parties. On peut donc écrire :
00 , too +oo
A / u(t)o (t)dt = [—t"He "] +/ (n+ 1)t"e tdt
0 N—— e’ 0
=0
On obtient donc :

(¥n €N, Ly = (n+ 1)I,.]

Une récurrence facile permet alors de trouver I,, = n!ly pour tout n € N. Or, Iy = 1 d’apres le cours, donc :

VneN, I, = n!

3.c
Le changement de variable u = at permet d’écrire :

+oo +oo n 1
/ the Yt dt = / (E) e_“d—u = I,
0 0 (0% (0% Oén+1

En conclusion :
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4.a
Pour tout t > 0, on a 0 < e~! < ¢t. En ajoutant ¢! dans chaque membre puis en divisant par 2, on obtient :

t'ﬂ
Soit n € N. La fonction t — NO) est continue sur [0, +oo[. L’intégrale C), est donc seulement impropre en +oo.
¢
tn +oo
D’apreés la question précédente, on peut écrire, pour tout ¢ > 0, 'inégalité m < 2t"e™'. Or, I'intégrale / t"etdt
C 0

est convergente d’aprés la question 3.a, donc, par comparaison d’intégrales de fonctions positives :

[L’intégrale C,, est convergente.]

n

t
N0 < 2t"e~*. En intégrant, cela fournit I’encadrement
c

La question précédente permet d’obtenir : V¢ > 0, t"e™ ¢ <

I, <), <21, et puisque I,, > 0, on peut conclure :

Ev’nEN,lg?SQJ

t

4.c
La dérivée de la fonction ¢ — Arctan (e') est la fonction ¢ — ﬁ. On déduit alors :
e

1 2 2€t “+o00 T T
Cy /0 h(®) dt /0 ot e_tdt /0 o2 1dt [ rctan(e )]0 (2 4>

Finalement :
™
C() == §
-mS'tt>OO t écri ! 2 2 ! Or, 1 t>0 0<e?<1,d 1
oi . On peut écrire = = — X ———. Or, lorsque , On e , dongc, le
P ch(t) et+et e 14e2 a
+oo
1
développement en série entiere entiere T = Z(—l)kuk, valable pour tout u €] — 1, 1], permet d’écrire :
u
k=0
1 R k =
o —t E(,—2t\F _ o —t k —2kt
YOI 2e Z(—l) (e7)" =2e Z(—l) e
k=0 k=0
Finalement :
1 < (2k+1)
VE>0, —— = —1)ke~(2k+1)t
2¢h(?) ;O( Jhe

4.e
Soit n € N*. On déduit de la question précédente que :
tn +oo
VE>0, —— =2 (=1)kre Gkt
ch(t) kz_o( yite

Remarquons que 1’égalité est encore valable lorsque ¢t = 0, de sorte que :
+oo [+
C, = 2/ D (=1t GRED) gt
0 k=0
Nous allons essayer d’utiliser un théoréme d’intégration terme a terme. Considérons pour cela, pour tout k € N :

0,400 — R
t — (_l)ktne—(2k+1)t

f:

Chacune des fonctions f; est continue (donc, continue par morceaux) sur [0, +o0[, et intégrable d’apreés la question
n

3.c. La série de fonctions Y fi CVS sur [0, +oo[ vers la fonction ¢ — (qui est c-p-m) d’apres la question 4.d.

ch(t)
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+oo ! !
Enfin, on a / |fi(t)] dt = (ijzlw et la série Z (QIWZ]W converge (rappelons que n est fixé dans N*) car
0

E>0
: ‘. . A el A P ) s .
son terme général est équivalent a =7 qui est le terme général d’une série de Riemann convergente. On peut donc
intégrer terme a terme et écrire :

+oo +o00 +oo |

n!
C, =2 :(_1)k/ L g 3 B
k=0 0 k=0 (2k + 1)t

En conclusion :

. ns (=D
k=0

5.a tn
Soit n € N*. La fonction ¢ 500 est continue sur ]0, +00[ et prolongeable par continuité en 0 car sh(¢) b
S —
tn 2" e
——  ~ S =2t"e"". Or, l’intégrale/ t"e tdt
sh(t) t—o+oo et 0
est convergente d’apres la question 3.a, donc, par comparaison d’intégrales de fonctions positives, on peut écrire :

L’intégrale .S, est donc faussement impropre en 0. Par ailleurs,

[L’intégrale S, est convergente.]

S'tt>OO t écri 1 2 2>< ! Or, 1 t>0 0<e?<1,d 1
oi . On peut écrire = = — X ——. Or, lorsque , on e , dongc, le
P sh(t) et—et e 1—e 2 d
+oo
développement en série entiére entiere 1 = Z u”, valable pour tout u €] — 1, 1], permet d’écrire :
—u
k=0
1 +oo & +oo
— 2€_t e—Qt — Qe—t e—th
S0 > () >
k=0 k=0
Finalement :
1 =
Vi>0, —— = e~ (2k+1)t
2sh(t) ;

5.c
Soit n € N*. On déduit de la question précédente que :
" o (2k+1)t
Vi>0, —=2)» t'e”
sh(t) ;0 ¢

Remarquons que 1’égalité est encore valable lorsque ¢ = 0, de sorte que :

+oo [Ho0
S, = 2/ tre RV gt
(2

k=0
Nous allons essayer d’utiliser un théoréme d’intégration terme a terme. Considérons pour cela, pour tout k£ € N :

0,400 — R

9k ¢ —_ tne—(Zk—i-l)t

Chacune des fonctions g est continue (donc, continue par morceaux) sur [0, 4+o00[, et intégrable d’apres la question
n

3.c. La série de fonctions > gi, CVS sur [0, +o00] vers la fonction ¢ — m (qui est c-p-m) d’apres la question 5.b.
s
teo n! n!
Enfin, on a /0 lgr(t)| dt = kg T et la série E kg T converge (rappelons que n est fixé dans N*) car

k>0
son terme général est équivalent a kn—cﬂ qui est le terme général d’une série de Riemann convergente. On peut donc
intégrer terme a terme et écrire :

—+o0 +00 —+o0 '
S, =2 =@ty — 9§~ ___
=2y ) 2

En conclusion :

+oo 1

k=0
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On trouve :

| =1 1E&
S1=2 — =2 — — = —
oY e (e S a) 2 (SR i s
k=0 k= 1 k=1 k=1
En utilisant I'indication de 1’énoncé, on obtient donc :

2
T
S = T

Introduisons la fonction a deux variables f définie par :
Rx[0,400] — R

(z,t) —

Vérifions les hypotheses du théoreme de dérivabilité des intégrales a parameétres.
1

ch(t)”
) 1 L of ite'®t
e Pour tout t € Ry, la fonction x — f(z,t) est de classe C* sur R et a pour dérivée z — —=(z,t) = Ok
c

Ox
o it ixt
e Pour tout x € R, la fonction ¢t — —f(:mt) = e
ch(t)

e Pour tout « € R, la fonction ¢ — f(z,t) est continue sur R et intégrable grace a |f(z,t)| <

est continue par morceaux sur R.

ox

e Enfin, on peut écrire, pour tout (z,t) € R x Ry :

7]
|5

x, t)‘ < ) = ¢(t) o  est positive, continue et intégrable
c

sur Ry (car p(t) e 2te™").

On peut donc conclure que :

, +o0 itet®t
[F est de classe C! sur R] VeeR, F (z) = / dt
o  ch(?)

+oo /.
t n
- Soit €] — 1, 1[. On peut écrire : €™ E (iz ') . On en déduit :
n!
n=0

+oco [+o0 . n
B (ixt)
Fla) = /0 (nz_o n!ch(t)) dt

Nous allons a nouveau utiliser le théoreme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque.
Considérons pour cela, pour tout n € N :

0,400 — R

et (iat)"
n!ch(t)
Chacune des fonctions h,, est continue (donc, continue par morceaux) sur [0, +o0o[, et intégrable d’apres la question
)
4.b. La série de fonctions Y h,, CVS sur [0, +oo| vers la fonction ¢ — ('wh)(t) (qui est c-p-m) d’apres ce qui précede.
nlc
+oo n nc
Enfin, on a / |hy ()] dt = &C’n et la série Z [2["Cn converge car :
0 n! n!
n>0
n n
S e Y 2/z|"
n! ib n!

et le terme majorant est le terme général d’une série géométrique convergente car |x| < 1. On peut donc intégrer terme
a terme et écrire :

+o0 /. \p +oo n t0 . \n
(iz) / t (iz)
F(z) = dt = —Cy
— nl Jy  ch(t) ; n!
En conclusion :
+oo nC
Vo] —1,1] F(;v):z;o -
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D’apres cette égalité, le rayon de convergence R de ce développement est supérieur ou égal a 1. Par ailleurs, des
1
> —T: = 1, on déduit que R est inférieur ou égal au rayon de convergence de Y z" qui vaut 1.
4.b N

n

inégalités

Finalement :

R=1

-6.c . 1
- Soit z € R. Introduisons les fonctions u : t +— €?* et v : t —» —— qui sont de classe C*. Ona lim wu(t)v(t) =0
ch(¥) t—4o0

(produit d’une fonction bornée par une fonction qui tend vers 0). Une intégration par parties est donc légitime et
permet d’obtenir :

. B oo B it 700 +o00 emtsh(t) B +o00 emtsh(t)
izF(x) = /0 u (t)v(t)dt = Lh(t)} . —l—/o 70}12(” dt = —1 +/0 7ch2(t) dt

On en déduit :

+o0 ‘eixt’ Sh(t)
Va:e]R,|ch(x)|S1+/ L a2
0 ch (t)

ce qui 8’écrit encore :

20 sh(t)
Vz €R, |zF(z)] <1+ / =l at
ek eF@Is1t [ T

M
Le membre de droite est une constante M indépendante de x, donc, de I'inégalité |F'(z)| < —, on déduit :

]

lim F(z)=0

T—+00

7.a
Soient ¢t > 0 et n € N. La question 4.d permet d’écrire :

1 n +o00 n oo
bt Z(—l)ke_(2k+l)t = Z(—l)ke—(2k+l)t - Z(_l)ke—(2k+l)t _ Z (_l)ke—(2k+1)t
ch(t) =0 prt Z 2
+oo B
1 e—(2n+3)t
= —t Z (_ —2t)}c _ -t ( _gt)n+1 y _
e € e ' (e — o
k=n+1 1+e 14+e
Finalement :
1 n
Vn € N, vt > 0, — -1 k_—(2k+1)t < —(2n+3)t
! 2~ 2 <e

7.b - oo
Soit z € R. Posons, pour tout n € N : A, (z) = H(z) — Z2(—1)k (/ e~ (2kH1)t cos(xt)dt). On obtient,
0

k=0
puisque la somme est finie :

| An ()]

La question précédente permet alors de conclure :

n

H(z)— 22(71)’C (/0+00 e~ (k1) cos(:ct)dt)

k=0

+oo
VreR,VneN, < 2/ o (2n+3)t gy
0
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7.c
Soient x € R et £ € N. Tout d’abord, la convergence de I'intégrale proposée est assurée par la majoration

‘e_(%ﬂ)t cos(a:t)‘ < e~ kDt Pour le calcul, on peut passer par les nombres complexes. On obtient :

+o00 o0 +o0
/ e~ (Zh+1)t cos(xt)dt = Re (/ e_(QkH)te”tdt) = Re (/ e[_(2k+1)+ix]tdt)
0 0 0

el—(2k+1)+ig]t 7T° 1
= Re {—(2k+1)+ixh Re(—(2kj+1)+ix>

()

En conclusion :

Feo 2k +1
R.Vk —(2k+1)t Dt = — "~
6’1@6 , ¥ EN,/O e cos(xt) T kT IE

7.d
Soit x € R. Compte tenu du calcul précédent, 'inégalité de la question 7.b peut s’écrire :

n

2k + 1
Hz) - ’;)2(_1)’6332 + (2k +1)2

2

Y N
nex, ~2n+3

En faisant alors tendre n vers +oco, on obtient :

weR,H(x)ZZM
k=0

Il serait naturel ici d’écrire que les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions de la forme ¢ —
Ae! + Be™! avec (A, B) € R?, mais aucune fonction hyperbolique n’intervient alors! On remarque plutot que les
deux fonctions ch et sh sont solutions de I’équation yN = y. Puisque ’espace vectoriel des solutions de cette équation
différentielle est de dimension 2 d’apres le cours, et puisque les deux fonctions ch et sh sont linéairement indépendantes,
elles constituent une base de I’ensemble des solutions. En conclusion :

LLes solutions de y” = y sont les fonctions de la forme ¢ — Ach(t) + Bsh(t) avec (4, B) € RQJ

L’équation homogene a été résolue dans la question précédente. Il s’agit donc maintenant de chercher une
solution particuliére de I’équation avec second membre. Cherchons une telle solution y sous la forme y(t) = ch(t)z(t)
ou z est une fonction deux fois dérivable sur R. On obtient, pour tout réel ¢ :

y (t) = sh(t)z(t) + ch(t)z (t) y' (t) = ch(t)z(t) + 2sh(t)z () + ch(t)z (1)

On a alors les équivalences :

VEER, y (1) — y(t) = Chl(t) — VteR, 2sh(t)z (t) +ch(t)z (t) = Chl(t)
— VteR,Z (t)+ 2;h((tt)) 2 (t) chzl(t)
/ C t
<— JCeR,VteR,z (t) = B2(0) +m
— 30, C)eR VieR, () = 2 DO ) 10

h(t) T
— 3(C,C") e R?, Vit € R, y(t) = Csh(t) + tsh(t) — ch(t)In (ch(t)) + C ch(t)

On trouve donc comme solution particuliére la fonction ¢ — ¢sh(¢) — ch(¢) In (ch(¢)) et on retrouve donc au passage
Pensemble des solutions de I’équation homogene de la forme ¢t — Ach(t) + Bsh(t). Finalement :

R R )
Es‘: { t : Ach(t) 4+ Bsh(t) + tsh(t) — ch(t) In (ch(t)) (A,B) eR D
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- Supposons qu’il existe une fonction impaire f appartenant a S. Il existerait donc (A, B) € R? tel que :
YVt e R, f(t) = Ach(t) + Bsh(t) + tsh(t) — ch(t) In (ch(t))
On pourrait alors écrire :
Vvt e R, f(—t) = Ach(t) — Bsh(t) + tsh(t) — ch(t) In (ch(t))
et puisque f est impaire, on obtiendrait en additionnant :
YVt € R, 0 = 2Ach(t) + 2tsh(t) — 2ch(t) In (ch(t))

En prenant ¢ = 0, on obtient A = 0, donc, f — Bsh est une fonction impaire égale & t — tsh(¢) — ch(¢) In (ch(t)), qui
est paire. Seule la fonction nulle pouvant étre paire et impaire, on obtient donc une absurdité. Finalement :

[S ne contient aucune fonction impaire]

9.
Il est facile de vérifier qu’une solution ¢ — Ach(t) + Bsh(¢) + tsh(t) — ch(¢) In (ch(t)) est paire si et seulement si
B = 0. Une telle fonction prend alors la valeur A en 0, donc :

[L’unique fonction paire de S telle que 8(0) = 1 est t — ch(¢) + ¢sh(t) — ch(¢) In (ch(t))]

C’est une question de cours! On a : Vt € R, ch(t) = Z W On a donc :
P !

1
[VkGN,CLk:(?k)!j

- La condition apby = 1 impose que by = 1 (car ag = 1). Les termes de la suite sont alors déterminés de maniére
unique par la relation de récurrence :

Vn € N* Z brGn—_k

»
On trouve by = —bga; = —3 puis

1 5
by = —boaz —bray = =7 + 5 X 5 = 5+

.d
- Nous allons raisonner a 'aide d’une récurrence forte. On a bien |bg| < 1. Supposons que |by| < 1 pour tout
k € [0,n]. La formule de la question 10.b permet alors d’obtenir :

n n n
];)bkan—&-l—k < kZ:O|bk|an+1—k < z:: 1= )
n+1

= ZL<§L— h(l)—1<1
TS @) e =

p=1

Finalement :

bpta| =

L’assertion est donc vraie au rang n + 1, ce qui permet de conclure :

(¥neN, by <1)

10.e
- D’apres la question précédente, on a |bnt2”‘ < 2. Or, la série > t?" converge pour tout ¢ €] — 1, 1[, donc, par
comparaison de séries & termes positifs, on peut dire que la série > [b,t>"| converge. Ainsi :

[La série Z b, t?" converge absolument pour tout ¢ €] -1, 1[}
n>0
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Pour tout ¢t €] — 1,1], les deux séries Z ant®™ et Z b,t?™ convergent absolument. La série produit de Cauchy de
n>0 n>0
ces deux derniéres séries converge donc aussi absolument si ¢ €] — 1,1[. Si on note Z cat®™ cette série produit, ses
n>0
coefficients ¢,, sont donnés par :

n
co = agbyp =1 VnEN*,cn:Zbkan,k:O
k=0

On en déduit que E ant®™ | x E bt | =1 ce qui s’écrit encore :
n>0 n>0

(¥t €] = 1,1[, ch(t)g(t) = 1]

11.a
La fonction f est de classe C* sur | — R, R[, donc, sur | — 1, 1], et on trouve, pour tout ¢ €] — 1,1] :

+o0 Too
£ = @njut™! £t = (2n)(2n = Du,t™
n=1 n=1

On en déduit, pour tout ¢ €] — 1,1] :

—+oo +oo —+oo
@) —f)= Z 20+ 1)(2p+ 1)”p+1t2p - Z unt®" = Z 2(n +1)(2n + Dupir — un] 2"
p=0 n=0 n=0
" 1
L’égalité f (t) — f(t) = m permet alors de déduire, par unicité du développement en série entiere :
¢

(¥n €N, 2(n+ 1)(2n + upi1 — un = by

11.b

La suite u,, est définie par ug = 1 et par la relation de récurrence :
by, + up,

(2n+1)(2n+ 2)

Une telle suite est donc unique. Par ailleurs, on a |ug| < 1 et si n est un entier naturel tel que |u,| < 1, alors, on
déduit que :

Vn c N, Un+1 =

by + un| [bn| + |un 2
[Unt1] = < < <
Cn+1)2n+2) ~ 2n+1)2n+2) 104 2n+1)(2n+2)
Le principe de récurrence permet donc de conclure que :

(FneN, fu,| <1)

11.c
La fonction précédemment définie est une fonction paire, solution de I’équation différentielle

" 1
D)
sur | — 1,1[ et vérifiant f(0) = up = 1. On en déduit que f = 6, et comme [ est développable en série entiére sur
] —1,1], on peut conclure :
[La fonction 0 est développable en série entiére sur | — 1, 1[}

Par définition de la fonction 6, on a :

Vt €] — 1,1[, 0(t) = ch(t) + tsh(t) — ch(t) In (ch(t))

On en déduit que :
1
ch(t)

En tant que produit de fonctions développables en série entiére sur | — 1, 1[, on peut conclure :

Vvt €] — 1,1[, In(ch(t)) = (ch(t) + tsh(t) — 0(t)) x

[La fonction ¢ — In (ch(t)) est développable en série entiére sur | — 1, 1[j

FIN!
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