PC2 - DS N°7 - Un corrigé

PROBLEME 1 |

l.a
En utilisant la matrice A, on trouve que :

[u(:c) = (a+2b)e; + (—2a + b)€2j

1.b
La base B est orthonormale, donc :

lu(@)|| = v/(a + 2b)2 + (—2a + b)2 = \/5a2 + 5b2 = V/5||z]|

On peut donc écrire :

[u est une similitude de rapport \/5}

1l.c.i ’ ’ ’
Tout d’abord, on trouve M (4;—3), N (6;—7) et P (8;—6). On en déduit la figure :

On trouve facilement MN =2, NP =1, donc, Ay nyp = 1. D’autre part, M N = 2v/5, N P' = /5, donc,
Ay pr =5. On en déduit :

[‘AJV['N’P' = (ﬁ)zAMNP]

2.a

Soit f € Sim(E). Puisque l'espace F est de dimension finie, démontrer la bijectivité de f revient & prouver par
exemple son injectivité. Or, si on considére x € Ker(f), alors, f(x) = 0, et puisque || f(z)|| = k|z|, on déduit ||z| =0,
puis = 0. Le noyau de f est donc réduit & {0}, et on peut conclure que f est bijectif. Finalement :

[Tous les éléments de Sim(E) sont bijectifs.]
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2|b !’
- Considérons deux similitudes f et g de rapports respectifs k et £ . On trouve, pour tout x € E :

I(f e g) @)l = 1If (g(=)) Flg@l = ki |z]

feSim g€Sim(E)

On déduit donc que f o g € Sim(E), c’est-a-dire :

[Sim(E) est stable par composition.]

2.c
- Considérons une similitude f de rapport k. On trouve, pour tout « € E' :

_ 1
17 (@)1 IIf( @) =l

fes m(E) k

On déduit donc que f~! € Sim(E) (avec un rapport égal a 1), c’est-a-dire :

[Sim(E) contient les inverses de ses éléments.j

2.d
Soient u € O(E) et f € Sim(FE). On trouve, pour tout z € E :

1 1
-1 -1
= = — = == ]f =
G oue N@I = 17 o DEN T, = ThCE) 5 F5@I= = 3 xHel = ]
Finalement :
(Vu e O(E), Vf € Sim(E), f'ouo f € O(E)]
Nous allons raisonner par double implication.
e Supposons que f est une similitude de rapport k. On a donc || f(z)|| = k||z|| pour tout =z € E, ce qui se traduit
matriciellement par \/(AX) (AX) = kvV/X" X pour tout X € M, 1(R), soit encore par X (A A) W 2 X" x pour

tout X € M, 1(R). Posons S = AA= (8ij)1<i j<n €t POsons, pour tout i € [1,n], X; le vecteur de M, 1(R) dont
tous les coefficients sont nuls sauf celui situé sur la i-éme ligne qui vaut 1. L’application de (%) avec X = X; donne
sy = k? et lapplication de (%) avec X = X; + X, (avec ¢ # j) donne s;; + s;; + sj; + 8 = 2k2, donc, sij + 85 = 0.
Or, il est facile de vérifier que la matrice S est symétrique, de sorte que s;; = sj;. On en déduit que s;; = 0. On a
donc 'égalité S = k2I,,, ce qui démontre la premiére implication.

e Supposons réciproquement que ATA = k2I,,. On trouve alors que X' (ATA) X =k2X' X pour tout X € M,, 1(R),

ce qui est la traduction matricielle de ||f(z)|| = k||z|| pour tout € E. L’application f est donc une similitude de
rapport k. En conclusion :

[f est une similitude de rapport & si et seulement si AA= kQIn.j

2.f
- On trouve B'B = 915. Puisque la base canonique de R3 est orthonormale, on peut appliquer le résultat de la
question précédente pour affirmer :

Lu est une similitude de rapport 3}

- Par hypothése, I'image par f de la sphére unité S(0,1) est une sphére de centre 0 que nous noterons S(0, k),

avec k > 0. Soit « € E. Si x # 0, alors, ﬁ € 5(0,1), donc, f ( L) € 5(0,k), ce qui s’écrit encore, par linéarité de f

[E]

v=[1 (o) 1= Il = s

On a donc || f(z)|| = k||=||. Notons que cette égalité est encore valable si = 0. L’application f est donc une similitude.
En conclusion :

et homogénéité de la norme :

[Si f envoie toute sphere de centre 0 sur une sphere de centre 0, alors, f est une similitude.]
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3.a.i
Raisonnons par double implication :

e Soit f € Sim(F). Désignons par k le rapport de f et posons g = %f On trouve :

vz € B, lo@)l = | 17@)| = @) = =]

L’application g est donc une isométrie vectorielle de E, et on peut donc écrire f = gokldg = kldg og, ce qui démontre
la premieére implication.

e Supposouns réciproquement que f = go kldg avec k € R et g € O(FE). On trouve :
Vo € B, | f(@)]l = |lgtka)|| = |[ko(@)]| = Kl lg(@)] = Ikl ]z

done, f est une similitude de rapport |k|. Finalement :

[f € Sim(F) si et seulement s'il existe g € O(F) et o € R tels que f =go aIdE.]

3.a.ii
Il a déja été établi dans la question 1 que u est une similitude de rapport v/5. Cela nous conduit donc a

écrire : 1/\/5 2/V5
—2/V5 1/3/5

11 est facile de vérifier que B € O2(R) et que det(B) = 1. Ainsi, B est la matrice d’une rotation dont un angle est

donné par :
cos(f) = L
sin(f) = —

2
@a similitude u est la composée de 'homothétie de rapport v/5 et de la rotation d’angle § = —Arcsin (B

A=+/5B avec B = [

5

Finalement :

V5

3.b
Nous allons raisonner par double implication :

e Supposons que f € Sim(E). En utilisant 'identité de polarisation

(aly) = % (e + i ~ 1z — o)
on obtient :
Vo) € B2 @IW) = (5@ + 1)1 = 1@ - S@IP)
= L - 1 - n)?)
= Lyl - K - )

= K ly)

e Réciproquement, supposons qu'’il existe k > 0 tel que (f(z), f(y)) = k*(x,y) pour tout (x,y) € E2. alors :

Vo € B, [If ()| = V{f(2)If () = VK (z]z) = k|||

En conclusion :

[f € sim(E) si et seulement si : V(z,y) € E%, (f(x), f(y)) = k2<x,y>j
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PROBLEME 2|

l.a
onatk ~ letVI—2=yI4+t/T—=t ~ V21—t dou:
t—1—

t—1—

tlc

1
VI 12 t51- Va1 J

1.b tk
- La fonction ¢ — ——— est continue sur [0, 1[. L’intégrale proposée est donc impropre en 1. Or :

V1—1t2

| x
—dt=|-2V1—-t|,=2-2V1 -2z — 2
\/0 /1_t [ ]0 xajﬁ)lf

L’intégrale dt est donc convergente, donc, d’apres I’équivalence de la question précédente et par comparaison

J, =

d’intégrales de fonctions positives, on déduit que :

L’intégral /1 * dt
intégrale ———=dl converge
g Y g

.c
- Si k est pair, la fonction sous l'intégrale est paire et si k est impair, la fonction sous 'intégrale est impair. La
convergence de la question précédente permet donc directement de conclure :

1 k

t
L’intégrale / ———dt converge
[ g -1 1 — t2 g}

-2.a
- Si P et @ sont deux polynomes, la fonction ¢ — P(#)Q(t) est une combinaison linéaire de fonctions ¢ ~ t*.
1 k
t

1 V1 —1t2

Ainsi, (P, Q) peut s’écrire comme une combinaison linéaire d’intégrales de la forme dt. On peut donc

écrire :

1
E’our tout (P,Q) € (R[X])?, I'intégrale / }:/(j)&i?dt converge}
1 —

2.b
- Par commutativité de R, on peut dire que (P, Q) = ¢(Q, P), donc, 'application ¢ est symétrique. Par ailleurs,
elle est linéaire a gauche par linearite de l’intégrale, donc, grace a la symétrie, on peut affirmer qu’elle est bilinéaire.

Si P € R[X], alors, ¢(P, P) / \/7dt > 0, d’on la positivité. Enfin, si P € R[X] est tel que ¢(P, P) = 0, alors,

I'intégrale dt est nulle, et puisque la fonction sous 'intégrale est continue et positive sur | — 1,1, on en

[

déduit qu’elle est nulle sur | — 1, 1[. La fonction P est donc nécessairement nulle sur | — 1, 1[. Le polynéme P admet
donc une infinité de racines , donc, P = 0. Finalement :

[90 est un produit scalaire sur R[X] ]

3.a

- On trouve directement fo(z) = 1 et fi(z) = x. Par ailleurs, avec la formule cos(2u) = 2 cos?(u) — 1, on obtient
fo(z) = 222 —1. Enfin, on trouve facilement que cos(3u) = 4 cos®(u)—3 cos(u), ce qui permet d’obtenir f3(x) = 42> —3z.
Finalement, pour tout = € [—1,1] :

[fo(a:) = 1] [fl (z) = x] (fg(a:) =222 — 1] [f3(.73) = 4a3 — 33:}

-
La formule est la suivante :

[V(a, b) € R?, cos(a) cos(b) = % [cos(a + b) + cos(a — b)] l
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3.c

Soient n > 1 et « € [—1,1]. La formule précédente appliquée avec a = nArccos(x) et b = Arccos(x) donne :
fnt+1(x) + fr_1(z) = 2 cos (nArccos(z)) cos (Arccos(x))

ce qui permet d’obtenir exactement :

(¥n € N"Vz € [-1,1], fus1(2) + fa-1(z) = 20fn(x))

3.d

Tout d’abord, & l'aide d’une récurrence double, on démontre que, pour tout k € N, deg(T}) = k. Ainsi, n étant
fixé, la famille (T, T4, ..., T,) est constituée de polynomes de degrés échelonnés, donc, cette famille est libre. De plus,
elle contient n 4+ 1 vecteurs et R,,[X] est justement de dimension n + 1, d’ou :

[Pour tout n € N, la famille (Tp, 71, ...,T,) est une base de R, [XU

3.e
On a fo(x) = To(x) et fi(z) = Ti(x) pour tout = € [—1,1]. Par ailleurs, f,,12 et Tp42 sont définis par la méme
relation de récurrence. Une récurrence double permet donc d’affirmer que :

[Pour tout x € [—1,1] et pour tout n € N, on a T,,(x) = fn(x)]

4.a
Si p # g, alors, les deux entiers p 4+ ¢ et p — ¢ sont non nuls (car p et ¢ sont des entiers naturels). On trouve
donc, a 'aide de la formule de la question 3.b :

Ipq = % {/07T cos ((p+ q)z) dx + /OTr cos ((p — q)x) dfg} - % {Sin((fﬁq)m)]ﬂ 41 [Sin((p_qmr

p+q 0

ce qui donne finalement :

{Si p # q, alors, I, , = ()]

4.b
On trouve tout d’abord Iy = 7. Par ailleurs, si p € N* :

T cos(2px) + 1 sin(2pz) 2]
I, = dr — z
p,p /o B x { 1p + 2],

Finalement :

[Si p € N, alors, I = ;TJ

5.a

Nous savons déja que la famille (Ty,T1,...,T,) est une base de R, [X]. Considérons maintenant deux entiers
distincts p et ¢ de [0,n]. Le changement de variable ¢t = cos(f) (licite car 6 +— cos(f) est de classe C! et strictement
décroissante de [0, 7] sur [—1,1]) permet d’obtenir :

1 0 - S
o B [ i

_ /7r cos(pf) cos(gh)
0 [sin(6)|

(sin(0)) df = /07T cos(pf) cos(qf)dd = I, , =0

La famille (Tp,...,T,) est donc orthogonale. En revanche, la quantité (T,,T,) ne vaut pas 1, donc :

[Si n € N, la famille (Ty, 71, ...,T,) est une base orthogonale (non orthonormale) de R, [X U

5.b

Si P € R,,_1[X], alors, d’apres la question précédente, il est possible de décomposer P comme une combinaison
linéaire de Ty, Th,...,Tp—1. Or, d’aprés la question précédente, T,, est orthogonal aux polynoémes Ty, 7y,...,Th—_1,
donc, orthogonal & P. Ainsi, (T, P) = 0 pour tout P € R,,_;[X] d’ou :

[Pour tout n € N*, le polynoéme 7;, est orthogonal & R,,_;[X] ]
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La famille ( To i

, , ..., —— | est une base de R, [X], donc, d’aprés le cours :
[Toll (17l |Tn||>

n

Tp \ Tk
X =3 )
2 Tl 71T |

k=0

5.d

Soit n € N*. A l'aide d'une récurrence double, on peut démontrer que 7T}, (qui est de degré n) admet 277!
comme coefficient dominant. Ainsi, le polynéme T}, — 2"~ X™ est de degré inférieur ou égal & n — 1, donc, d’apres la
question 5.b, on a (T, — 2" 1 X" T,) = 0. On en déduit immédiatemment I’égalité :

n [
[<X 7Tn>: on—1

FIN!
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