PC2 - DS N°6 - Un corrigé

1
On a X €[0,1] ou X > 1. Dans le premier cas, on a 0 < X* <1 d’ot1 0 < X* < 1+ X" et dans le second cas, on
a X* < X" dou 0 < X* <1+ X" Finalement, on a toujours :

[Vk:e [1,n],0< X* §1+X”.}

E C’est un résultat de cours : Si 0 < Z; < Z5 et si Z, admet une espérance, alors, Z; admet une espérance. Ainsi, si
X™ admet une espérance, alors, 1+ X™ admet également une espérance, donc, la question précédente permet d’affirmer
que X% aussi. Finalement :

[Si X" admet une espérance, alors, X* admet une espérance pour tout k € [1,n] ]

3.a
- Supposons la fonction Mx connue. Celle-ci est alors de classe C* sur | — Rx, Rx|[ en tant que somme d’une
série entiére de rayon Rx et on trouve, pour tout k € N :

nfk

®) (4
Vt €] — Rx, Rx[, My Zmn o

En particulier, pour tout k € N, on a M)((k)(O) =my(X), dou :

[La connaissance de Mx permet de déterminer de maniére unique la suite (m,, (X ))neN']

3.b
- D’aprés le théoréme de transfert, la variable e!X admettra une espérance si et seulement si la série Z e P(X = z,)

n>0
converge absolument. Or :
0tk k
S b 0 = Y3 Shpx a0
n>0 n>0 k=0 k!
thak
On peut donc poser, pour se ramener au résultat du préambule : V(n, k) € N? |, = k;' (X=2x,).0Ona:
t|® t|®
= % foLP(X =ux,) = %mk(X) est convergente car ¢t €] — Rx, Rx].
n>0 " n>0
k
e La série Z umk(X) est convergente car on reconnait Mx (|t|) avec t €] — Rx, Rx|.

k>0
1l est donc possible d’utiliser le préambule pour dire d’une part que la série (x) est convergente, c’est-a-dire :

[etX admet une espérance]

et d’autre part que, d’aprés Fubini :

—+o0 +oo tk “+o0 “+o0 tk

X =x,) Z "P(X =x,) = —mg(X)

k=0n=0 k=0 'n 0 k=0

c’est-a-dire :

(¥ €] = o, Rl Mx(t) =E ()]

3.c

- Supposons réciproquement qu'il existe R > 0 tel que pour tout ¢ €] — R, R|, la variable aléatoire e!X admet une
espérance. La série (%) étudiée dans la question précédente converge donc (absolument) et tout le raisonnement mené
permet d’affirmer que Mx (t) existe. En particulier :

(Mx est au moins définic sur |~ R.R[] et [\ﬁ €] - R,R[, Mx() =E (etX)]
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3.d
Pour tout p € N, on peut écrire :

p
(X +Y)P Z( )XkYp’“

k=0

Comme les variables X et Y sont indépendantes, il en est de méme des variables X* et Y?~F, D’autre part, puisque
les produits X*Y?~* admettent tous une espérance (par exemple, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz) et on peut
écrire :
P P
my(X+Y)=E(X+Y)? Z ( ) JE(YPF) = Z (Z) my(X)mp_k(Y)
=0 k=0

Nous venons donc déja de prouver que :

(X + Y admet des moments a tout ordre.]

Considérons maintenant un réel ¢ tel que |t| < min (Rx, Ry ). Les deux séries Mx (t) et My (t) convergent et on trouve :

+o0 mn(X)t”) % <+i m?;l(‘y) tn)

n=0

0
+oo n
proauit (Z ks (n—k k) >t

Mx(t) X My(t)

I
3
I
s

de Cauchy n=0 \k=0
—+o0 n n tn
- Z <Z <k:> mk(X)mn—k(X)> ]
n=0 \k=0 ’
~+o00 m

Nous venons donc d’établir que :

(W[t < min(Rx, Ry), Mxyy(t) = Mx(t) x My (#)]

A" 1
- Par croissances comparées, on peut dire que : Vp € N, nPP(Z = n) = nPe > — 0 . Par compa-
n! notoo n?

raison de séries a termes positifs, on peut donc affirmer que :

+oo
)\
{Z admet des moments de tous ordres.} Vp e N, m,(Z Z nPe A~

Soit t € R. 1l s’agit de s’intéresser a la série suivante :

Zmn(Z)t Z(Zk” (7= k) =Y ke *Ai’i (4%)

n>0 n! n>0 n>0k>0
k $n
L’énoncé nous invite & utiliser le préambule. Posons, pour tout (n,k) € N2 : u, , = k"e _)‘F— Ona:
AR K|t[)" AR
=e Gid) converge et a pour somme e kIt
k! n! k!
n>0 n>0
. _ )\k ) _ )\elt‘ _ |t
e La série Z e ’\Feklt‘ A Z converge et a pour somme e e .

k>0 : k>0
Le préambule donne donc la convergence de la série (x*) pour tout ¢ € R et I’égalité de Fubini permet d’écrire :

‘AZ Z - Z e e

En conclusion :

[\ﬁ eR, My(t) = eW—”]
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D’aprés la question 3.a, on peut dire que m;(Z) = My(0) et my(Z) = M,(0). Or, on trouve, pour tout
teR:

M/Z(t) = delere =D M;(t) = ()xet + )\262t) eMe'=1)
On peut donc conclure :

mi(Z) = \ mo(Z) = A+ \?
[4b.i] . o . A
Sy, est la somme de n variables de Bernoulli indépendantes de méme paramétre —, d’ot :
n
A
S, ~ B (m )
n

Soit ¢ € [1,n]. On a X;(2) = {0,1}, d’oir : Vp € N*, m,(X;) = 0P x (1 - )\) + 17 x A é

n n n

—+oo —+oo
L. ) 124 A P .
On en déduit, pour tout ¢ € [1,n] : Vt € R, Mx, (t) = mo(X;) + E mp(Xi)H =1+ -~ E o ce qui donne :
p=1 p=1
. A A
Vi e [1,n], vt e R, Mx,(t) = 1—&—56 -

En utilisant alors la question 3.d, généralisée & n variables en utilisant I’indépendance des variables X; :

[VtER, Mg, (t) = <1+)‘et/\>j
n n

En passant a exponentielle, et en utilisant I’équivalent classique In(1 4 u) ~, W on déduit :
—

u

: _ Aef—1)
[Vt eR, ngrfoo Ms, (t) =e ]

4.c.d 1 2
On aY,(Q) = { ey n}, d’oi, pour tout p > 1, le théoréme de transfert permet d’écrire :
n

n'n’
1\? 1 2\? 1 n\? 1

Autrement dit :

. 1P 2P 4. 4 nP
[VpEN s mp(Yy) = v J

4.c.ii

Pour tout ¢ € R, on peut écrire :

“+ o0 “+ o0
tP 1P 4+ 2P + ..+ nP tP
My, (6) =3 mp(Ya) 5 = > T X
=0 p: =0 n p!

Par linéarité de la somme (en ne faisant apparaitre que des sommes de séries convergentes) :

1 n —+oo (H)P 1 n ot e% n—1 N
M0 = 1323 ek = DS ek = T (o)
n p! n n “
k=1p=0 k=1 7=0
Finalement :
1 sit=20
VtER, My, (t) =14 ex 1—e¢t
®) 2T sit#0
n 1—en
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4.c.iii
L’équivalent classique 1 — e* ~ —u permet d’obtenir :

u—0

1 sit=20
VieR, lim My, (t) =1 ¢t —
n—-+4oo

sit#0

-5.a

- La fonction ¢ est de classe C*° sur R\ {1} en tant que composée de fonctions C*°. Par ailleurs, on trouve
lim ¢(z) =0=¢(1) = lim ¢(x), d’ou :

z—1- z—1+

[cp est continue sur R et de classe C* sur R\ {1}]

/ —2 —2 exp (%f )
Pour tout < 1,on a: ¢ (z) = + 3173 o(z) = Rk X ! Z/ . Par croissances comparées (1'expo-
2(1—x)2 2 (I—-a)2
nentielle tend plus vite vers 0 que la puissance en 1 — z du dénominateur), on déduit donc :
lim ¢ (2) =0
r—1-

En résumé : ¢ est continue sur R, de classe C! sur R\ {1} et <p' admet une limite finie en 1, donc, d’aprés le théoréme
de prolongement du caractére C'!, on peut dire que :

[cp est de classe C'* sur R]

-5.c
- Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur p.

o Le résultat est vrai au rang p =1 car :

Vo<1, (z)=

= e

et il suffit donc de poser P, = —1 — X2 et Q; = 2X3.

e Supposons le résultat vrai au rang p > 1. Il existe donc deux polynomes P, et @, dans R[X] tels que :

En dérivant, on obtient, pour tout z > 1 :
AR VT VTR R (V) < 5@ (VT77)  BWimE) | 2+4a
Q;(Vi-2) Qp(VI—2) " 2(1-1)3
-P,(VI—2)Q,(VI—2)+P,(VI—2)Q, (VI—x) N B(WI—x) 2t
2V/1T-2Q2 (V1I—x) Qp(WT—2) 201 -zt

P (z) =

o()

apres avoir posé :
Ppi1 = _X2P;;Qp + XQPPQ;) - (1 + XQ)PPQP
{Qp—i—l = 2X3Q12)
Le résultat au rang p + 1 est donc démontré et le principe de récurrence permet de conclure qu’il est vrai pour tout
p € N*. Autrement dit :

GP >1,3(P,,Qp) € (RIX])? Vo < 1, oP(2) = BVl I)) exp < = D

QWI—2 P\ V-2

-m C’est encore une fois un argument de croissances comparées qui permet d’affirmer que :

[Vp e N*, lim ¢ (z) = J
r—1—
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- Nous allons démontrer ce résultat par récurrence en prouvant que ¢ est de classe C? sur R pour tout p € N* et
que <p(p)(1) = 0. L’initialisation & p = 1 résulte de la question 5.b. Supposons le résultat vrai au rang p. La fonction
©P) est donc continue sur R et de classe C* sur R\ {1} d’aprés la question 5.a. Par ailleurs, d’aprés la question

précédente, lim (go(p)) (r) = 0, donc, d’aprés le théoréme de prolongement du caractére C!, on peut affirmer que
r—1-

©®) est de classe C! sur R, d’ott ¢ est de classe CP*! et P+D (1) = 0. L’hérédité est donc démontrée et on peut
conclure :

Lgp est de classe C* sur Rj [Vp eN, P 1) = 0}

Utilisons le développement en série entiére de ’exponentielle :

Vi—z

v “+o0 1 o q “+o0 1 24
rel—1,1 ) = | — = (=11 —
SESSINTE q}_ojq!( fx) gV iy

En appliquant ce développement en u =

pour z €] — 1,1[, on obtient :

ce qui s’écrit encore :

+oo q .
Ve e] —1,1] (x):z (_ql') 29(1—z)" %
q=0

- Le développement en série entiére de z — (1 + x)® sur | — 1, 1[ permet d’écrire, pour tout = €] — 1,1[ :

(1-z)2 = 1+Z S e 1)m(_i!_pﬂ)(_g_pﬂ)(96)”
_ 1+Z % +1)"'(g_;!p_2)(g+p_1)(1)pxp

too ﬂ q — g —
B 1+Z (%) +1)...(2;p 2 (3+p-1) ,

11 suffit alors de remarquer que Hy (g +0— 1) =1let que pour p>1:

Hp<%+p—1> _(G+p-1) (ngp_z),,_@

pour conclure :

q

Vo el — 1,1, Vg e N*, (1 —z)~ ZH( +p—1)

6.c
- En combinant les résultats des questions 6.a et 6.b, on trouve que :

Ve el -1,1[, ¢(z) = . 291 —xz)" 3
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(=1 o 0 .
o (1—-2)" =1, on déduit :

+o00 +o<>

En isolant le terme correspondant & ¢ = 0 qui vaut

Ve e] —1,1],

i (er- 1)
q=1 p=0

Il reste a poser ¢ = g — 1 et 5 = p pour obtenir :

) = (e A 2 S R
Ve el —-1,1], —1+Z Zaw avec [V(l,j)GN , aii(x) = (i+1)!HJ 5 +i)zx

1=0 \ j=0

,— 1
- Commencons par remarquer que, pour tout (i,j) € N? on a H; <22 + j) > 0. En effet, dans le produit du

numérateur, on a un produit de nombres dont le plus petit est % > 0. On trouve donc que :

o 1 i1 N e
VIE]1,1[,V(z,j)€N2,|ai7j(x)|(i+1)!Hj< 5 +]) ||t

En reprenant alors le calcul des questions précédentes avec exp ( > , on trouve effectivement que :

il

Ve e]—1,1] la; ;(x)| | =exp ( -1
5 (5w T

- La question précédente nous permet d’utiliser le résultat de Fubini, et en particulier, la derniére égalité. Pour
tout z €] —1,1[ :

+oo
plz) = 1+ | > ai)

k=0 (i,5)€EN2

itj=k
+oo i+1 ;

(=1 i—1 0\
= 1 H. i+j+1

= %,

it+i=k

+oo 1 .
(=1t i—1 k+1
= 1 H; +
+ Z Z (i+1)! J 9 T z
k=0 (z;j)_ef
itj=

+oo i . +0oo
(—1)tt i—1
_ . . n __ n
= +> 0 Y (Hl)!HJ ( 5 +g) 2= anw
n=1 (i,5)€EN2 n=0
itj=n—1
apres avoir posé ag = 1 et pour tout n > 1 :
(_1)i+1 i—1 )
n 2 Gt (gt
(4,5)EN?
itj=n—1

n—1 1 .
(=1)n—J n—j—1-—-1 |
itl=n—j Z (n_J)] J 92 +.7

Jj=0

- S ()

J

On peut donc conclure, avec les coefficients a,, précédemment définis :

Ve e] —1,1], Zanm

FIN'!
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