PC2 - DS N°5 - Un corrigé

| PROBLEME

1
Pour tout x €] — 1, 1], la suite (z™),>1 tend vers 0, donc :

[La suite de fonctions (vy,)n>1 CVS vers la fonction nulle.]

nwn—l

@ On trouve, pour tout n > 1 et pour tout z € [0, 1] : vrl(;v) =——-5>0.

On en déduit que an||<[2;1[ = lim wv,(z) = 400, de sorte que :
Tz—1-

[(Un)nZI ne converge pas uniformément sur [0, l[j

Considérons un réel a €]0,1[. On trouve ||vn||[£;1[ =wvp(a) — 0 et on peut conclure :

n—-+4o0o

[Pour tout a € [0, 1], (vp)n>1 CVU sur [0, a] ]

n

. Soit x €] —1,1[. On a hm z™ =0, donc ~ |apz™|. Or, la série Y a,z™ converge absolument car
n—-+oo x" | n—+oco

la série entiére associée a pour rayon de convergence 1. Par comparaison de séries & termes positifs, on déduit donc
n

p T~
1-—

. € .
que la série E L — converge absolument, donc, converge. Finalement :
-z

LLa série de fonctions Z Uy — CVSsur | — 1, 1[}

- Utilisons la définition du rayon de convergence. Pour tout p > 0, la suite (agnp%)n>1 est bornée. Par ailleurs, la

. n (71y1
suite (a2n+1p2 +1)n20 - (n 3

est bornée si et seulement si p < 1, ce qui permet de conclure :

2"“) sera bornée si et seulement si p < 1. On en déduit que la suite (anp™)n>1
n>0

[Le rayon de convergence de la série entiére ) a,x" vaut 1.]

1@k+1

-1
La série de fonctions étudiée a pour somme Z 2 +)1 X En z = —1, il s’agit donc de la série :
k=0

1 — p2k+1°

*Z‘”(—l)k (-p*t 1+Z°<’<—1>k

R ) e R P

qui converge d’aprés le critére spécial des séries alternées. Ainsi :

[Il existe xog &] — 1,1[ en lequel L, converge.}

nznfl

(1 —an)2’
En discutant suivant la parité de n, on obtient | f,,[|l5%% = | f,.(b)|. La convergence absolue obtenue dans la question 3

@ Notons f, le terme général de la série de fonctions. On trouve, comme dans la question 2, que f,; () =ay,

permet donc de dire que la série Z I fn||[ogb’b] converge, ce qui prouve la convergence normale de la série de fonctions
n>1
> fn sur [—b,b] et permet de conclure :

xn

La série de fonctions Z O g — CVU sur tout segment [—b, b] inclus dans Uintervalle | — 1, 1[.
n>1
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- Avec les notations de la question 5, on peut dire que toutes les fonctions f,, sont continues sur | — 1, 1[. Par
ailleurs, la série de fonctions Y f, CVN sur tout segment [—b,b] contenu dans | — 1, 1], donc, sur tout segment [«, 0]
de ] —1,1] (car un segment [a, (] est toujours contenu dans un segment de la forme [—b, b]). Le cours permet donc de
conclure que :

[La fonction f est continue sur | — 1, 1[]

Toutes les fonctions f,, sont de classe C! sur | — 1, 1] et on trouve :

nxn—l

>1 — 1,1, fo(z) = an———s
Vn>1,Veel-1,1, f,(z) an(l—z”)Q

Par ailleurs, la série de fonctions Y f, CVS sur | — 1, 1] d’aprés la question 3. Enfin, si b € [0, 1], on trouve, pour tout
€ [-b,b] que 1 —z™ > 1 —b" > 0, de sorte que :

/ nla,|b" !
Vn >1,Vz e |[=bb], fn(m)‘ < i 5
(1—0dm)
. . N e n|a,[b" nlan b ! _

ce entraine la majoratio [b’b]<"701ete e majorant vérifie ot b"~ ! terme

qui entraine la majoration || f,, ||55”" < =DE T rme majorant véri =) ntloc nlan,| , term
général d’une série convergente (car la série dérivée > na,z" ! a aussi pour rayon de convergence 1). On peut donc
conclure :

-1
: 1
[La fonction f est de classe C* sur ] — 1, l[j Ve e] —1,1], Z nan )2
Vérifions les deux points de la définition de 1’énoncé :
e Pour tout n > 1, on a Z [unpl = lan] Z(|x|")p On reconnait un multiple de la sérié géométrique de raison
p=1 p=1
, . |["
|z|™ < 1, qui est donc une série convergente, de somme |an|m.
— |z
e La série Z (Z |un7p|> Z Ian| — est convergente car son terme général est équivalent a |a,|.[z[" et que
n>1 n>1

la série entiére Y a,2™ a pour rayon de convergence 1.
Finalement :

[Pour tout x €] — 1,1[, la suite double (anz"?), )2 est sommable.]

. Soit « €] — 1, 1[. D’aprés la propriété admise, appliquée avec la suite double sommable (anx”p)(n’p)e(N*)% on peut

écrire :
+o0
Z (Zan ) :Z Z apa*? ou I, = {(k,p) € N* x N*, kp = n}
—_—

n=1 n=1 \(kp)El,

Sl SQ

Or, le terme du membre de gauche n’est autre que :

p:l n=1

et celui de droite :

—+oo —+o0
SQZE E ak x":E Eak z"
n=1 (kvp)EIn n=1 k\n

On a donc bien, comme annoncé :

Pour tout x €] — Zan — —me ou b, Z

dln

Auteur du corrigé : Nicolas JOUSSE (nicolas.jousse@prepas.org) Page 2/6




Les diviseurs de 12 sont : 1, 2, 3, 4, 6 et 12, d’ou :

-m La série E apr” = E ™ est une série géométrique dont le rayon de convergence vaut 1 :

n>1 n>1

Le rayon de convergence de la série entiére apx™ vaut 1.
n>1

9.c =
D’aprés la question 8, on peut écrire, pour tout €] — 1,1, f(z) = Z bpz™ ou :
n=1

bn:Zad221:dn

d|n d|n

Ainsi :

+oo
Vo €] = L1, f(z) =) dna”
n=1

-
Le tableau attendu est le suivant :

E (11234 10 | 11 | 12
elk)y [1]1|2]2[|4|2|6|4|6] 4|10 4

Ut
[«
-~
oo
Ne)

10.b

Il est facile de constater que 1 < ¢(n) < n pour tout n € N*. En notant Ry, Rs et R3 les rayons de convergence
respectifs des trois séries entiéres > ™, > p(n)z™ et > nz™, on déduit donc que Ry > Ry > Rs. Or, d’apreés le cours,
ona Ry = Rs =1, donc:

EJe rayon de convergence de la série entiére Z p(n)z™ vaut 1]
n>1

10.
Il s’agit de vérifier que 12 = (1) + ¢(2) + ©(3) + ©(4) + ¢(6) + ¢(12), ce qui est bien le cas!

10.d R
En combinant les résultats des questions 8 et 10.c, on obtient, pour tout x €] — 1,1] : g(x) = Z bpz™ ou :
n=1

b, = Z o(d)=n
d|n

+o0 +o0 +o0
1
On obtient donc g(z) = Z nx" = Z nz" ! et on reconnait la dérivée de la série géométrique Z " = .
1—2
n=1 n=1 n=0
Finalement :
x
Ve el -1,1], g(x) = ——.
[ 1110, o) (1_@2]
.
Pour tout x €] — 1, 1[\{0}, on peut écrire :
+ _
z — 1—2am
+oo pn—1 xnfl
Introduisons les fonctions g(z) = Z(fl)" T—an et, pour tout n € N*, g, (z) = T
n=1
1l est facile de voir que toutes les fonctions (—1)"g, sont continues sur | — 1,1[. Par ailleurs, si on se place sur un

segment de la forme [—b, b] (avec b € [0,1]), on obtient :
bn—l
1—-b"

Vn>1,Vz € [~bb], |gn(z)| <

Auteur du corrigé : Nicolas JOUSSE (nicolas.jousse@prepas.org) Page 3/6




ce qui entraine :
n—1

—bp] O
Vo2 1, gl < T
Or, le terme majorant est celui d'une série convergente (car équivalent & b"~1), d’oit la CVN de la série Y g,, sur tout
segment [—b,b] de | — 1, 1[. La fonction g est donc continue sur | — 1, 1[, ce qui permet de conclure :

. fl@)
lim == = lim g(z) = ¢(0)
soit encore :
lim —f(x) =1
x—0 X

11.b
C’est une conséquence directe de la question précédente :

f() ~ -

z—0

11.c
- D’aprés la question 6, la fonction f est de classe C! sur | —1, 1[. En particulier, puisque f(0) = 0 dans 'exemple
étudié dans cette question, on déduit :

@ —SO)
Iy ===y /O =a=-l

On retrouve bien ce qui précede.

C’est du cours :

n+1

e
Vo €] —1,1[, 1 Z

n=1

Remarquons que la série précédente converge encore lorsque = = 1 d’aprés le critére spécial des séries alternées.
En notant respectivement S,,, S et R,, la somme partielle d’ordre n, la somme, et le reste d’ordre n de cette série, on
peut écrire :

1 1

+oo o aNk+1
(=1) s < <
ccsan+1l+4+x n-+1

>

k=n-+1

Vn>1,Vz € [0,1], |Su(z) — S(z)| = = |Ru(2)]

Il en résulte que ||.S,, — S||[£;1] de sorte que hm |Sn — S||[O Y = 0. On peut donc conclure :

— n+1

)n+1

-1
> CU

n>1

2" CVU sur [0,1]

12.c -1 n+1
- Appliquons le théoréme de la double limite en la borne ¢ = 1. Chacune des fonctions = — (=1) " tend
(_1)n+1
vers £, = ~———— en a, et la convergence est uniforme sur [0, 1], donc, on peut écrire :
400 1 +o0 n+1 +o0 n
. Ry (-1) (-1)
1 In(1 =1 (= S
i o1 a) =l D — Zn D R D

On peut donc conclure :
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13.a 1— "
On a la formule classique, pour z # 1 : 1+ 2 +... +2" ! = T . Les deux membres étant non nuls, on
—x
peut passer a l'inverse pour obtenir :

1—2z 1
1 —
[V:CE]O, [’1—95” 1+x+...+x"—J

13.b
La série étudiée est alternée vu que x > 0. Par ailleurs :

e La suite (vy,(2))n>1 tend vers 0. Cest clair si z = 0 ou si © =1 et si x €]0, 1[, Pécriture v, (z) =

(1—a)z"
T permet
de le vérifier facilement.

o La suite (v,(x)),>1 est décroissante. La encore, c’est clair si x = 0 ou = 1, et si z €]0, 1], on le vérifie grace aux
égalités suivantes :

(I —x)zmtt (1—z)a” 2" T 1 —2™) — 2" (1 — 2™ tY)
Upt1(2) —vn(z) = 1_gntl 1 _gn (1-2) (1 —an)(1 — antl)
™z —1)

<0

-G g <

Le critére spécial des séries alternées permet donc d’affirmer que la série de fonctions Y (—1)"v, CVS sur [0, 1]. Par
ailleurs :

+oo
Vn 1, Ve € [0,1], [Sa(2) = S@) = | 3 (~DFun(@)| = [Ra(@)] < vnsa(a)
CCSA

k=n-+1

Avec l'inégalité arithmético-géométrique, appliquée avec 1 =1, 22 =, ..., 2, = 2"~ !, on déduit :
n—1 n—1 n—1
ng—l—x—k...—l—x nx(n_21)n§1+x+...+x an—lgl—Fa:—&—...—i—x
n n n

On déduit donc :

"t gtz 1

VYn>1,Vze|0,1], |S, - S <— 2 0 < gntly = <
= € (0.1, |Sn(z) ($)|_1+x+...+m7l_:€ n—+1 n+1 n+1

Il en résulte que ||.S, — 5”[00071} < n%_l de sorte que lim ||.S, — S||([2;1} = 0. On peut donc conclure :
n—-+oo

Z(—l)”vn CVU sur [0, 1U

n>1

On trouve tout d’abord :

+oo —+o0
. : (1—z)z"
1 1-— =1 —)t—1 —1)"v,
Jim (- a)f@) = lm D (0" i ) (1))
L. . . . n (_1)n
Or, la série de fonctions Y (—1)"v,, CVU sur [0, 1]. Par ailleurs, pour tout n > 1, on a 111{1 (=) "vp(2) = =Ly,
z—1— n

donc, d’aprés le théoréme de la double limite, on déduit :

r—1— n

) +oo “+o0o (—1)”
lim (1 —2)f(z) = an = Z
n=1

n=1

et la question 12.c permet de conclure :

@ggu—xﬁmﬁz—m@g

13.d
On déduit de la question précédente que :
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EXERCICE

n—1
n?+1

~J
n—-+oo N =1
n7

R,=1

b)
Appliquons la régle de d’Alembert pour les séries entiéres. On trouve :

(2n+2)!
(n¥DH)? 2n+2)(2n+1)
= — 4
(2n)! (n+1)2 n—s+4o0

(nh)?
On en déduit :

1
szz

1 P R Lo o s
—, donc, la série étudiée a le méme rayon de convergence que g —2", c’est-a-~dire :
n

c)
Utilisons la définition du rayon de convergence. Pour tout p > 0, la suite (In(n)p™), ~, est bornée si et seulement

sip<1,dou:

R.=1

d)
Appliquons la régle de d’Alembert pour les séries numériques. On trouve, pour z # 0 :

(n+1)'rL+1Z3(n+l)
(n+1)!
nnz3n

n! |

n+1\" nin(1+1)(,3 3
= 2]" =e w2P — el
n n—-4oo

Si e|z]® < 1, la série converge donc absolument, et si e|z|®> > 1, la série diverge grossiérement. On en déduit :

IS

Rg =

Wl

€

" "
€ L ., N € N
. On a |ch(n)] ~ —, donc, la série étudiée a le méme rayon de convergence que g ?z", c’est-a-dire, par

no+oo 2’ =
nz

exemple avec la régle de d’Alembert :
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