PC2 - DS N°1 - Un corrigé

1
On trouve successivement :

@=D) @=0) @=) @=3 (@=9

@ Démontrons le résultat annoncé par récurrence sur n. Pour tout n > 2, introduisons l’assertion P(n) : « ay, € N* ».
On a ap = 1, donc, P(2) est vraie. Supposons le résultat vrai pour un entier n > 2. Il est tout d’abord clair que av, 1
est bien un entier (relatif) en tant que somme de deux entiers relatifs. Par ailleurs :

anp1 =M+ Doy, +(=D)" >m+1)x1-1=n>2

Ainsi, 'entier «,,11 est supérieur ou égal a 1 et I’assertion P(n+ 1) est donc vérifiée. Le principe de récurrence permet
donc de conclure :

[VnZQ, aneN*J

3
On trouve successivement :

(=1 (B=0) (k=Y (B=2 (A=Y

@ Pour tout n € N, on peut écrire :
" nl i - :
Bn=)_ H(_l)k => n(n—1)...(k+1)(-1)"
k=0 k=0

Ainsi, (3, est une somme d’entiers relatifs, donc, a ce titre :

VneN, B, €Z
@PourtoutnEN:

n+1 71k; n 71]6 1 ntl
5n+1("+1)5n(n+1)!];)< k!) (n+1)!k0( k!) (n+1)!((n+)1)!

Finalement :

[vn eEN, Brp1—(n+1)8, = (—1)”“}

@ On a d’une part ag = By = 1 et d’autre part, les suites (v, )nen €t (Bn)nen vérifient la méme relation de récurrence,
A savoir :

ani1 — (n+Day, = (—=1)"*?
Vn e N, {ﬂn—o—l . (n + 1)671 _ (71)n+1

On en déduit :

[Vn eN, a, = ,an

7 /
Sur lintervalle | — 1,1[, ’équation différentielle s’écrit encore : f (z) + ilf(x) = 0. Puisque la fonction
-

T —

est continue sur | — 1, 1], le probléme étudié est un probléme de Cauchy qui admet donc une unique

—-14+1 1
solution. Une primitive sur | — 1,1 de = — ’ 1= ’ —; =1+ -1 est z — x + In(x — 1), donc, les fonctions
Xr — xr — xr —

—T

solutions de I’équation différentielle sont toutes les fonctions de la forme f(z) = avec A € R. La condition
f(0) =1 donne A =—1, d’ou :

Auteur du corrigé : Nicolas JOUSSE (nicolas.jousse@prepas.org) Page 1/4




La fonction f est de classe C* sur | — 1, 1] en tant que quotient de fonctions de classe C*° sur | — 1,1[ dont le
dénominateur ne s’annule pas.

@ D’aprés la question 9, on a (1 —x) f(z) = e~ * pour tout « €] —1, 1[. Nous allons dériver n+ 1 fois cette expression.
Dans le membre de droite, on obtient (—1)"*1e™% et dans le membre de gauche, la formule de Leibniz permet de

trouver : )
n+
n+1 k nt+l—k
> ("5 - a1 e
k=0
On constate qu'il ne reste dans cette somme que les termes d’indices k = 0 et k = 1 car la dérivée seconde de x — = —1
est nulle. On trouve donc :

(Vo €l =11, (1= 2)f "D (@) (n+ DM @) = ()" e

10
En prenant x = 0 dans cette derniére égalité, on trouve :
vne N, fO(0) = (n+1)f™(0) = (-1)"*!

Ainsi, les suites (B,)nen et (f™ (O))neN ont le méme premier terme By = f(0) = 1 et vérifient la méme relation de
récurrence. En conclusion :

(vneN, B, = 1™(0)

-11 xn
- Une série exponentielle est une série de la forme E — et elle est convergente pour tout = € R.
n!
n>0

12
En particulier, pour z = —1, la série exponentielle est convergente, et p, est donc correctement définie en tant
que reste d’indice n d’une série convergente.

n
La série Z x—' est une série alternée, et elle vérifie le critére spécial des séries alternées car la suite (1|)
= ') ken
(_1)n+1
est décroissante et tend vers 0. A ce titre, on peut dire que le reste d’indice n de cette série est du signe de m,

c’est-a-dire, du signe de (—1)""!. Finalement :

[pn est positif si n est impair, et négatif si n est pair.]

-14
- Utilisons & nouveau le cours sur les séries alternées, et plus précisément le résultat sur la majoration du reste.

On obtient |p,| < ce qui s’écrit encore :

1
! < —
[VTLGN,TL |pn|—n+1J

Nous allons démontrer que cette inégalité est stricte en raisonnant par ’absurde.

1
(n+ 1)V

1
Supposons qu'’il existe n € N tel que |p,| = m
e Si n est impair, p,, > 0, d’ou :
00 k
1 1 (1) 1
n|l = —— < n=-—"™09 <<= — = nt+1 =0
ool = G o= 1) GOl 2 H T S P

k=n+2
e Si n est pair, p, <0, d’ou :

+oo k
1 -1 -1 -1 -1

= e = = — =0
lonl = G Pr = i+ 1) (n+ Dl 2 K (D) P
-1 n+1
Dans tous les cas, on aurait donc p,+1 = 0, ce qui entrainerait que p,+2 = m, ce qui est impossible vu que
n !

1
|pn+2| < ———. Finalement :
(n+3)!

1
Vn e N, n! o
[ne 7n|pn|<n+1}
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15
Soit n € N*. D’aprés la question précédente, on peut écrire :

too k n k
1 (-1) 1 1 (-1) 1 ! 1
Ipn| < — <= ! < = ! - < — —bn
ntpnl n+1 " Z k! n+1 n(e Z k! n-+1 A n+1
k=n+1 k=0
1 1 .- ) . -
Or, n > 1, donc 1 < oL donc, en utilisant le résultat admis, on peut écrire :
n

n!
(Pour tout n € N*, 3,, est 'entier naturel le plus proche de }
e

16.a

Pour tout n € N, il est clair que 0 < .J,,, et d’autre part, avec la majoration e* < e pour tout z € [0,1], on
peut déduire :

e

n+1

n—-+oo

16.b
La suite (J,,) est positive et décroissante. En effet :

1 1 1
VneN, Jpp1—Jp = / 2" le®dr — / z"e®dx = / 2™(x —1)e"dx <0
0 0 0

1
Jn S/ ex"dx =
0

Par encadrement, on obtient donc :

Or, cette suite tend vers 0 d’aprés la question précédente, donc, le critére spécial des séries alternées, on peut conclure
que :

[La série > v, est convergente]

17.a
Puisque la fonction exponentielle est invariante par dérivation, on obtient :

T = xk I(‘r_t)nt

k=0 0
Prenons x = —1 dans I’égalité précédente. On obtient :

- (DR /_1 (=1-t" ,
e —Z X +0 I — e'dt

k=0

Multiplions maintenant chaque membre par n! :

n! -1
— =B +/ (=1 —t)"e'dt
€ 0

Effectuons enfin le changement de variable u = 1 4+ ¢ dans l'intégrale :

! 0 —1)ntl 1
v Bn —|—/ (—u)"e" tdu = 3, + (Dl / u"e“du
€ 1 € 0

VneN, s, = »
e

18.a
On déduit des questions 16.a et 17.b que :

[La série Y. J,, est convergente.]

Finalement :
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18.b v J,
Pour tout n € N, on a |§,| = M = “. Or, une intégration par parties (en intégrant z — e et en dérivant
e e

x +— x™) permet d’obtenir :
1 1
Jy = / z"e®dr = [as"e‘”](l) — n/ 2" Yetdr = e —nd,_;
0 0

. . . e .. . L. 1
On en déduit que lim nJ,_; = lim (e—J,)=e,desorteque J,—1 ~ —. Ainsi, on al’équivalent |0,| ~ —
n—-+oo n—+oo n—+oo N n—+oco N

ce qui permet de conclure :

{La série Y J,, est ne converge pas absolument.]

- N corire : 19l Lo i .
D’apres la question précédente, on peut écrire : — N ce qui permet de déduire, par comparaison de
n n——+oo N

séries & termes positifs, que :

dn
[La série Z u converge]
n

Un corrigé de P'exercice :

Considérons (P, Q) € E? et (a,8) € R%. On trouve :
f@P+8Q) = (X*=X)(aP+8Q) —aX (aP + Q) = (X* = X) (aP' + BQ") — aX (aP + 6Q)

= a((X*=X)P —aXP) +((X* = X)Q — aXQ) = af(P) + Bf(Q)

On peut donc conclure :

[ f est une application linéairej

ESoitP:aX3+ﬁX2+7X—|—6EE.Ontrouve:
f(P) = (X*=X)(BaX?+28X +7) —aX (aX®+ BX* +7X +6)
= a3-a)X*+(28-af-3a) X3+ (v —ay—26)X* 4 (—y —ad)X

Ainsi, on aura f(P) € E pour tout P € F si et seulement si 3 —a = 0. On peut donc conclure :

[f est un endomorphisme de F si et seulement si a = 3.]

3 ]
Soit P = aX? 4+ X2+ ~vX +6 € E. On a les équivalences :
PcKer(f) += f(P)=0 <= (—f-30)X>+(-2728)X’+(—-30)X=0 <= (a=-0,B=305,~v=—30)

Ainsi :

[Une base de Ker(f) est By = (X? —3X? +3X — 1)]

@ Tout d’abord, on peut dire d’aprés la question précédente que Ker(f) est de dimension 1, donc, d’apreés le théoréme
du rang, f est de rang 3. Par ailleurs :

Im(f) = Vect (f(1), f(X), F(X?), f(X?)) = Vect (—3X, —2X* — X, —X* — 2X* —3X?) C Vect(X, X*, X?)

Grace aux dimensions, cette inclusion devient une égalité. On dispose donc d’une famille génératrice de Im(f) et
comme cette famille est constituée de polyndémes de degrés échelonnés, elle est libre. On peut donc conclure :

[Une base de Im(f) est By = (X, X2,X3)}

@ Il est facile de constater que Ker(f) N Im(f) = {0} et on a par ailleurs dim (Ker(f)) + dim (Ker(f)) = 4 =
dim (R3[X]), donc :

[E = Ker(f) ® Im(f)}

FIN'!
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